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���

�������� �� � �	�  !�"�� �	 ��� ���� ����� #�	"� �	�	�	����� 
�	� Z
k �	 R

n

�$��� � �	 � �	�	�	����� 
�	� R
k �	 R

n% &�  ��"�� 	���� �$������ 	
  ������
�"'#�	"�� Γ 	
 �	������ (� #�	"�� G� �"�� ���� ��� �	�	�	������  �)�� 
	� Γ ��� *+���"����,- '� �$��� � �	 �	�	�	������  �)�� 	� ��� 	
 G% .	� ���
���� ����� G � �	���'��� �� #�� � ����� ��		
 ���� Γ ��� ��� ��	����� 
 � �
/����  ����% 0�� ��� �#�� ��� � � ���"�� 	� ��� �$������ 	
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�
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�
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 ��� ����� 	�
�
���	��
 ϕ : Zk → Rd ����� �� � ����
������� 	�
�
���	��
 ϕ̂ : Rk → Rd�

! 
	����������� ������� �
 � ���
�� �� ���
 
����� �����
���� � ���

��	���� ����� Zk" Rk" �� Rd ��� �������� �� ���� �����
��� ���	�
�
�	���
� Γ �
 � ��
����� 
	����	� �� � ������� ��� ���	� G" �� H �


��� ����� ��� ���	�� ���
 ����� ����������
� ϕ : Γ → H ����� �� �
����	�	
 ����������
� ϕ̂ ����� � ��� �� G#

!�� �� ��� ��� ���	�
 �� ��
���� ��� �

	��� �� �� ����� ������ $ ���� �
"
���� ��� 
	����	�
 �� GL(�, C)" ��� 
��� �� %�� �������" Rd �� �� ���	���
�� �
 � ����� ���	�$ � ������	���&

R
3 ∼=

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 R

0 1 0 R

0 0 1 R

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ . �' 

(�	
" �� ����������
� ��� R
d �� �� ���	��� �� �
 � ����������
�

��� GL(d + 1, R)� (�� 
�	�� �� ����������
�
 ��� GL(d, R) �� GL(d, C)
�
 )�� �
 ����������� �	���� *����	�����" � ���
 �	�� ���� ����+
�
��� 
�����" �� ��� ����������
�
 ������

� 0�� ��������	� 	
 ��� ����� ��� �������� �"��	��� '� � #���� 
�	� ��� 1�2
�	��� ������ .	"� ��	� *���23��4456-%
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����������� 	
�
 �	� �� � ����� 	�
�
���	��
 ϕ : Z → GL(d, R) �	��
��� ��� 	�� � ���������� ������� �� � 	�
�
���	��
 ϕ̂ : R → GL(d, R)�

������ %�� � ������ A ∈ GL(d, R)" 
	�� ���� detA < 0" �� ���� ϕ(n) =
An" ��� n ∈ Z� (�� ϕ(m + n) = ϕ(m) · ϕ(n)" 
� ϕ �
 � ���	� �������+
���
�� ���� detX �= 0" ��� ��� X ∈ GL(d, R)" ����� �
 � ����	�	
 �	����
ϕ̂ : R → GL(d, R)" 
	�� ���� ϕ̂(0) = Id �� ϕ̂(1) = A� ,���" ϕ ���
 �� ����
� ����	�	
 ����
�� �� R�

(�� ������� 
���
 ���� �� ���� ������ ϕ̂(n) �� �-	�� ϕ(n) ��� ���
n ∈ Z" 
� �� ����� ��� ��
������� �� ��-	��� �-	����� ��� ��� n �����
 ��

��� ����+���� 
	����	� �� Z� � ���	� ������" �� �
 
������ �������� ��

�� ���� � ���	� ��������� ��
 � �������� �� 
��� ����+���� 
	����	� ��

��� ��������� � ���� 
�����" �� ��)� ��� �������� ��������

�������� 	
�
 �	���
� Γ �
 � 
	����	� �� G� �� 
�� ���� � �������+
���
� ϕ : Γ → H ��������� ����� �� � ����������
� ϕ̂ : G → H �� �����
�
 � ����+���� 
	����	� Γ ′ �� Γ " 
	�� ���� ϕ(γ) = ϕ̂(γ) ��� ��� γ ∈ Γ ′�

(�� �������� ��
	�� �
 �� �
 ������� �
 .����
���� '�'�

����������� 	
�
 ��� ����� 	�
�
���	��
 ϕ : Zk → GL(d, R) ���������
����� �� � ���������� 	�
�
���	��
 ϕ̂ : Rk → GL(d, R)� ��
������ ���
	�
�
���	��
� ���� GL(d, C)�

.����
���� '�/ ��
 ��� 
����	
 ���)�

 ���� �� ����
 � ��������� ��
��� ���	� ��� ����� �� ϕ̂� ! 
	����������� ������� 
��	�� 
���� �� ��� ����
� ����	�� ����
�� ���
�
" �	� ��
� ���� �� ��� ����� �� ��� ������� ����+
������
� ϕ �
 ���� �������" ��� ��� ����� �� ��� ����
�� ϕ̂ �
 
��������
���� �������� %�� �������" �� ���&

• �� ϕ̂(Γ ) ⊂ Rd" ��� ϕ̂(G) ⊂ Rd ��
 �������� � �'  �
• �� ��� ��� �������
 � ϕ(Γ ) ����	�� ���� ���� �����" ��� ��� ��� �������


� ϕ̂(G) ����	�� ���� ���� ������
• �� ��� �� ��� �������
 � ϕ(Γ ) ��� 	���� �����	���" ��� ��� �� ��� �������


� ϕ̂(G) ��� 	���� �����	����

!�� �� ���
� ���������
" �� ��� ����" ��� ������� �� ��-	���� ���� ϕ̂(G)
�� ������� � ��� 01���
)� ���
	��2 �� ϕ(Γ )�

(�� 1���
)� ���
	�� ���� �� �������� ����� � ����� /� %�� ��" �� 
	3��

�� ���� � ��	����� 	���
�����&

(�� 1���
)� ���
	�� Γ �� � 
	����	� Γ �� GL(�, C) �
 ��� 0��	���2
����	���� ������� 
	����	� �� GL(�, C) ���� �����
 Γ �

�4� 0����	���� �������"2 �� ��� ���� ��� 1���
)� ���
	��" �����	�� ������

�� �������" ��
 ��� ������ ��� �������
� ���� �������
 
��	��
���� �� ������� ��� �����
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���
�� ���� ' Rd" �
 �������� � �' �
 ��
 �� 1���
)� ���
	��$ �� 
��
���� Rd �
 ����� � ����� �
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G1 =

⎛
⎜⎜⎝

1 R R R

0 1 R R

0 0 1 R

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ �� Γ1 =

⎛
⎜⎜⎝

1 Z Z Z

0 1 Z Z

0 0 1 Z

0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .

(�� G1 �
 � ��������� ��	���" ������� 
	����	�" 
� G1 �
 1���
)� ���
���
4���	
� G1 �
 ��� ��	��� ������� 
	����	� ���� �����
 Γ1" �� ����
Γ1 = G1� ��� ��� 
�� ���� Γ1 �
 ����� � ��� � G1� 

� ���

G2 =

⎛
⎝1 R C

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ �� Γ2 =

⎛
⎝1 Z Z + Zi

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ .

(�� Γ2 = G2 = G2�
/ ���

G3 =

⎧⎨
⎩

⎛
⎝1 t z

0 1 0
0 0 e2πit

⎞
⎠

∣∣∣∣∣∣
t ∈ R,
z ∈ C

⎫⎬
⎭ . �5 

(��" �����	�� G3 �
 �������" �� �
 �� 1���
)� ���
��� (�� ���� �� 1���
)�
���
	�� ����
 ���� !�������� 6�������" ����� ��� ��������� �	����

��� ��
������� (�	
" ����	
� ��� ��������� �	���� �
 ���
�������" ��
���������" � !�������� 6������� ���
 �� 
�� ��� ��	���� ������ ���
(1, 2) ���� �� ��� (3, 3) ���� �� ��� ������$ 
�" ���� � !�������� 6����+
���7
 ���� �� ����" ����� �
 � ��
����� ��)�� ���
� ��� ������ �����
�
(�� (1, 2) ���� ��)�
 �� ���� ���	�" ��� (3, 3) ���� ��)�
 �� ���	� � ���
	�� ������" �� ��� 1���
)� ���
	�� �����
 ���
� ���	�
 ������� ����������&

G3 =

⎛
⎝1 R C

0 1 0
0 0 T

⎞
⎠ .

�(�� ������	
 ������� ��� � ��������
� ��	�� �� � ��
����	�	
 �	����
f : R → T" 
	�� ���� ��� ����� �� f �
 ��
� � R×T� !
 ������ ��������
��
�������" ��� ���� Γ2 ⊂ G3� ,������" �� )�� ���� Γ2 = G2 �= G3" 
�
Γ2 �
 ��� 1���
)� ��
� � G3�

�� �� �� ���� � ���
�� �� 
	�����������&

�������� 	
�
 ! ��
����� 
	����	� Γ �� � ��� ���	� G �
 ��������� � G
�� ����� ����������
� ϕ : Γ → GL(d, R) ����	���� �����
 �� � ����	�	

����������
� ϕ̂ : G → ϕ(Γ )�



��� ���� &���

(�� �������� 
	����������� ��
	�� �� 
������ ��
� �� ��� ��� �������

����� ����� � ���
 
����� 
�������
 .����
���� '�/� 8����� ��� ��� ����
��
������� ������ ����
��
 �� ����	�� ����
��
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� �������9�
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���� '�'�

����������� 	
�
 Zk �� ��������� �� Rk�

! ���� �����
��� ��
	�� ��� ���� ��
����
 �� �� ������ � ������� ������

�� ������� ���	�
� � ���
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���� ��� 
������� ���	�
&

�������� 	
�
 ! ������� ��� 
	����	� G �� GL(�, C) �
 �����!� �� ����+
���
 ����� � 
	������ ����� �� ��
�
 �� �
 	���� �����	����

�(��
 �
 �� ��� 	
	�� �������" �	� �� �
 ���� �������" �� �� �
 �-	��+
���� �� ��� 	
	�� �� � �	� 
����� �
�� /�' � 

%�� �������" ��� ���	�
 G1" G2" �� G3 ����� � 8������ '�: ���
�����	
�� 
�������� !�
�" ��� ���� �� 
�� �� ������
� ����	��� �������

�� �� 
��	�����	
�� �����	����9��" 
� ������ ���	�
 ��� 
��������

(� ����� �������� �������
 ���� ��	�� ����� 	
 �� ��

 �� � ���� �����"
�� 	
	���� �

	�� ���� ��� �	������� ���	� �� G �
 �������&

�������� 	
�
 ! ��� ���	� G �
 1�������� �� �� �
 ������� �� 
�����
��������

(�� �������� ������� 
���
 ����" ��� 
��� 
������� ���	�
" �� ��� 
	�+
���	�
 ��� 
	���������

���
�� ���"� ���

G =
(

R+ R

0 1

)
�� Γ =

(
1 Z

0 1

)
.

(�� G �
 �����	
�� 
�������" �� Γ �
 � ��
����� 
	����	��
!� ����������
� G → R �	
� ���
� � ��� ����	����� 
	����	�

[G, G] =
(

1 R

0 1

)
⊃ Γ ,


� ��� ��� ����������
� ϕ : Γ → R ���� ����	���� �����
 �� G �
 ���
������� ����������
�� �4���	
� R ��
 � �������� ���� 
	����	�
" ��
����	���� ������� ����������
� ��� R �	
� ���	���� �� �������� (��������"
�� ��� ����������
�
 ����	���� �����" 
� Γ �
 �� 
	�������� � G�

(�� ����� �� ���
 ������� �
 ���� 
���� 
	����	�
 ���� �� ��������
�� �� 
	��������& �� Γ �
 ��� � 
���� ���� �� G" ��� � ����������
� ��+
��� � Γ )��
 ����� ���	� ��
� �� G" 
� �� ���� �� �������� �� ��
���������� ���� ��� 
��	��	�� �� ��� �� G� (��
 
	���
�
 ����" �� ����� �

	����������� �������" �� 
��	�� �

	�� ���� Γ �
 �����" � 
��� 
�
�� (��
������� 
�
� �
 1���
)� ��
����
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		 ����� 	����
 #� Γ �� � ������ ��!����� �� � 1��������$
�����!� %� ����� G ⊂ GL(�, C)$ ���	 �	�� Γ = G$ �	� Γ �� ��������� �� G�

���
�� ���&� 4���	
� Γ1 = G1 �� Γ2 = G2" ��� ������� ������
 ���� Γ1

�
 
	�������� � G1" �� Γ2 �
 
	�������� � G2� �!��	����" ��� ��
� �� G2

������
 ������� ���� .����
���� '�;" ����	
� �� �
 ��
� �� 
�� ���� G2
∼= R3� 

4���	
� Zk �
 1���
)� ��
� � Rk ���� Rk �
 � �'  " .����
���� '�; �
 �

������ ��
� �� ���
 ��������

< ��� ����� ���" �� ���� Γ2 �= G3" ��" �����	�� ��� ������� ���
 ��
���� 	
 ���
" �� �
 ��
� �� 
�� ���� Γ2 �
 �� 
	�������� � G3� �(�� 
	����	� Γ2

�
 ������" �� ��� ����
����� Γ2 ∩ [G3, G3] �
 �����" 
� ���
 �
 �	�� ���

��� �
 8������ '�'=� 

*����	�����" .����
���� '�' �
 �� -	��� � ��������� �� ���
 �������" ��+
��	
� �� ��� ��
������� ������ � ����	�� ����
�� �� � ���	�� ����
���
������ 5 
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�� �� (������ '�'' ����" 	��� ��������� ��������
�������
�
" �������
 � ���	�� ����
��" ��	
 �������9�� .����
���� '�'�
(�� 
����� ��
� 
����
 � ���� �����
� ���
�� �� (������ '�'' ���� �����+
���
 ������� ����� 
	����	�
 �� � 
������� ��� ���	� ��� 
	��������" ��
����>� ��
�	

�
 
	����������� �������
 ��� ��� ���	�
 ���� ��� �� 
��������

! 
����� ����� �� (������ '�'' ���� �� ���� � ����� �" ���	�� � �
+

	����� ���	� ��� ���
���� �� 
������ �	��
� (��
 ��� ���� �� ����� �
����� :" ����� 
��� �������
 �� ��
�� ��
	��
 ��� �������� ���� ��� ������+
�	�� � ����� /�

� ����� �	
������� ��������

(������ '�'' �� �� ������� �� 
������ ��
	��
 ���� ������� ���� ��������
��������� ���	� 
������� ���	�
" �� �� ������� ��
	��
 ���� ����� �� ����
������ ���	�
�

�
	 ��� �� ��������� �� ������ �! ��"#$ " %�����

(���� ��� ��� �����	
 ���
�
 ���� ��� �����
� �� (������ '�'' ���
 ��
�����

• �� Γ �
 
	�������� � B" ��� e × Γ �
 
	�������� � A × B� ��" �� ��

	�������� � � ������ ����	��" �� 
	3��
 �� �� 1���
)� ��
� � �� �� ���
������
� (��
 �������9�
 �� 
��������� ����	��
" �
 �����

• (�� ���	� G ��
 ��� ��?���� �����
������
 � GL(�, C)$ �� ��� ���+
�� ���� Γ �
 1���
)� ��
� � 
��� �� ���
� ��������
" �	� �� �
�����
� �%�� �������" �� �� �����9� R �
 ��� 
	����	� �� G3 ���� z = 0"
��� Z �
 �� 1���
)� ��
� � R� (��
 �����	��� �
 ��������� �� 	
��
��� ��� ��@��� �����
������ ���� ���	�� ���
 �
 �� � �������� ��
G ��
 � ����� �
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���
 ���� ���
� ��� �����	
 ���
�
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 � ������ ��!����� Γ �� � 1��������$ �����!� %� ����� G
�� ��������� �� ��� ���� ��

�� G = A � B$ ��� ��
 ����� ��!������ A ��� B �� G' ���	 �	��
&� B �������� � (�������� ��!����� Γ ′ �� Γ ' ���
)� AdB Γ ′ = AdB B�

����� *⇒+� ��� B = Γ
◦
� (�� ���	
�� ϕ : Γ ↪→ B �����	���� �����
 �� �

����	�	
 ����������
� ϕ̂ : G → B� ���� ϕ̂|Γ = IdΓ " �� Γ �
 1���
)�
��
� � B" �� �
 ���
����� �� ������ ���� ϕ̂|B = IdB � �!��	����" ���
 ���
�� -	��� �� ��	�" �	� �� �
 ���
� �� �������� (�� G = (ker ϕ̂) � B�

(�� ��
� �������� 
������ ��
� �
 ��� Γ �
 � ������� � G&

�������� �
�
 ! ��
����� 
	����	� Γ �� � 
������� ��� ���	� G �
 � ������
�� G/Γ �
 ��������

%�� �������" Zk �
 � ������� � Rk" ��" � 8������ '�:" Γ1 �
 � �������
� G1" �� Γ2 �
 � ������� � ���� G2 �� G3� (�� 
	����������� �������� ���
�������
 �
 ���� 
�����&

&���""$�' �
�
 � ������ Γ �� � 1��������$ �����!� %� ����� G �� �����
����� �� ��� ���� �� AdG Γ = AdG G�

(�� �������� ��
	�� �������
 � ����
��" �� @	
� � ����	�� ����
��"
	��� ���� �������
�
 � ϕ�

&���""$�' �
�
 %� Γ ! � ������ �� � �������$ �����!� %� ����� G$ ���	
�	�� AdG Γ = AdG G� #� ϕ : Γ → GL(d, C) �� � 	�
�
���	��
$ ���	 �	��

• ϕ(Γ ) ⊂ ϕ(Γ )
◦
$

• �	 ���� �� ϕ(Γ )
◦
�� �������$ ���

• ϕ
(
Γ ∩ [G, G]

)
�� ��������$

�	� ϕ ����� �� � ���������� 	�
�
���	��
 ϕ̂ : G → ϕ(Γ )�

(�� ���	�
 G2 �� G3 �� 8������ '�: ��� �+�
�������� 
������� ���	�

���� ���� �
�������� �������
 ������" Γ2 � (�� �������� ��
�-	��� ��

	����������� ������
 ���� 
������� ���	�
 ���� �
�������� �������
 ��?�� ���
�� �������
 ���� ����� �� ��A�� ������� ���� ����� 1���
)� ���
	��
�

&���""$�' �
(
 ������

• Γ1 ��� Γ2 �� ������� �� 1��������$ �����!� %� ������ G1 ��� G2$
• AdG1 Γ1 = AdG1 G1$ ���
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• π : Γ1 → Γ2 �� �� ���
���	��
�

�	� π ����� �� �� 
!����� σ : G1 → T � G2$ ��� ��� 
���
�� ��
����
��!����� T �� AdG2 G2

◦
�

&���""$�' �
� ������) 	�(��
 ������

• Γ1 ��� Γ2 �� ������� �� 1��������$ �����!� %� ������ G1 ��� G2$ ���
• Γ1 �� ���
���	�� �� Γ2�

�	� G1/Γ1 �� ��,�
���	�� �� G2/Γ2�

�
� ��������� �� ������ �! �������" %�����

%�� ���	�
 ���� ��� �� 
�������" ���� 0�������2 �� 0
	��������2 ��� �� ��
�������9�� ���� ��� �������
 ������

�������� �
�
 • ! ��
����� 
	����	� Γ �� � ��� ���	� G �
 � ������ ��
����� �
 G+������� 4���� ����������� ���
	�� � G/Γ �

• ! ������� Γ � � ��� ���	� G �
 ��������� ��" ��� ����� ����������
�

ϕ : Γ → GL(d, C)" ����� �
 � �������" ����� 
	����	� K �� ϕ(Γ )
◦
" �

����	�	
 ����������
� ϕ̂ : G → ϕ(Γ )
◦
/K" �� � ����+���� 
	�+

���	� Γ ′ �� Γ " 
	�� ���� ϕ̂(γ) = ϕ(γ)K" ��� ��� γ ∈ Γ ′�

(�� 
���
����� ��
� �
 �����
 �� �����	�� ���� ��3�	�� ��� ��� 
�������
��
�� �� 
���� �� �� ���� � �������� �
���" �	� ��� �������� ���9��
������� �� 6� !� B���	��
 
�����
 ��
� ��
�
�

����� �
� ��$���"�� �����������' ������
 #� n ≥ 3$ �	� ���
������ �� SL(n, R) �� ����������

�	 ��
 �� ��� ��� �������!� ������� �� ��� ��	� �������$ �
���
�
��$ ����� %� ����� G -��	 R+��)G ≥ 2�

C� D������� ED��F ������ ���� �������
 � Sp(1, n) ��� 
	��������" �� ��
�
�������
 � ��� ���������� ���	� �� ���� ��) ��� (�	
" �� �������� ���

�	�� �� �������
 � 
���
����� ���	�
" ��� ���� �����
 �
 �� �������� �����
�������
 � SO(1, n) �� SU(1, n) ��� 
	��������� �B�� �������
 � SO(1, n)
��� ��� 
	��������� �������
 ��� �� ��� ����� 
����" �������& ,� 4�

 ��
!� �	���9)� E4G�F ������� ��
��	���� � ������� �� � 1���
)� ��
� 
	+
�������� ��
����� 
	����	� Γ �� � 
���
����� ���	�" 
	�� ���� Γ �
 ��� �
��������

! 
	����������� ������� ��
�����
 � ���� ���
� ������� ������ � ���+
���� Γ �� ��� ������ ��� ���	� G� � ����" ��� 
���
����� ���	�
" ���
������� �
 
� ���
� ���� 
	����������� ����
 	
 ����
� ������� ���� ��� ���+
���� �	
� ��� � ��� �� �	� �������
 �����" ��� ������� Γ ��
�
�
 �� ��� ������
����
 �� G� (�� �������� ��@�� ��
�-	��� �� ��� B���	��
 �	�����������
(������ ������
 ���� ���
 �
 �

������� ��� ��� ��� �� ��)� � ������� �
� 
����� ���	� �� ������ ���� ��)� �,������" �� ���
 �� ����� ������
��������� ������
 � ����� �� ������� ������
� 
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&���""$�' �
� ��$���"�� *�������+��' ������
 #� n ≥ 3$ �	� ���
������ �� SLn(R) �� ����	
����

�	 ��
 �� ��� ��� �������!� ������� �� ��� �������$ �
���
��$
����� %� ����� G -��	 R+��)G ≥ 2�

�
� ��������� �� ������ �! ,��� -� %�����

(�� �������� �����
���� ��)�
 �� ��
� �� ������ ��� 
���
����� ��
� ����
��� 
������� ��
��

����������� �
	. �-
 *��"$����
 %� G = R�L ! � %�� ���
��������
�� � ������� %� ����� G$ ��� �� σ : G → L ! �	 ������������ .������

��� #� Γ �� � ������ �� G$ ���	 �	�� AdG Γ = AdG G$ �	� Γ ∩R �� � ������
�� R$ ��� σ(Γ ) �� � ������ �� L�

&���""$�' �
		
 %� G = R � L ! � %�� ���
�������� �� � �������$
����� %� ����� G$ ��� �� σ : G → L ! �	 ������������ .������ 
��� �
������ Γ �� G �� ��������� �� ��� ���� ��

• �	� �� � ��
����$ ���
�� ��!����� C �� AdG G$ ���	 �	��
(
AdG Γ

)
C =

AdG G$ ���
• �	 ������ σ(Γ ) �� ��������� �� L�

������� �� �	 ��������� D�������� 5�' �
 ���� E�5F� D���������
 5��" 5�/"
5�:" �� 5�'' ��� ���� E�'F� ���� E���F ��� ��
	��
 ������� �� 5�:" �����	� ���
������� 
	����	� T � D�������� 5�H �� .����
���� 5�'= ������ � EI��"
(������
 ��H �� J�5/F� (������
 5�J �� D�������� 5�K ��� ��
�	

�� �
EB��F �� E1��F�

� �	� �������
��� ����� �� �	
�������

�� �� ���� � ����� �� .����
���� '�' ���� �
 
������� ���� ��3�	�� ���
���

���" ����	
� ���
 ���	��� �� �� �������9�� �� ����� ���	�
�

����� *�� ����������� ���+� ���

• Γ̂ = graph(ϕ) =
{ (

γ, ϕ(γ)
) | γ ∈ Γ

} ⊂ Rk × Rd"

• X = span Γ̂ �� ��� 
	�
���� �� ��� ������ 
���� Rk × Rd 
���� �� Γ̂ "
��

• p : R
k × R

d → R
k �� ��� ��	��� ���@����� ��� ��� ��
� �������

��� �� / 	�� p(X) = Rk� L��� ����&

• p(X) �
 ������� �����	
� X �
 ������� �� p �
 ����	�	
 $
• p(X) �
 � �������� 
	����	� �� Rk �����	
� X �
 � �������� 
	����	�"

�� p �
 � �������� ����������
� $ ��
• p(X) �����
 Zk �����	
� p(X) �����
 p(Γ̂ ) = dom(ϕ) = Zk �
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����
� �������" ������ 
	����	� �� Rk �����
 Zk" �� 

��� ��
���� ����	
�� ������
�

��� &� / 	�� X ∩ (0 × Rd) = 0� 4���	
� Γ �
 ��
�����" �� )�� ���� ϕ
�
 ����	�	
" 
� ��� ϕ+����� �� �� ������� 
	�
�� �� Γ �
 �������� (��

������
 ���� p|Γ̂ " ��� ��
������� �� p �� Γ̂ " �
 � ������ ���� �(��� �
" ���
����
� ����� �� ����� ������� 
�� �
 �������� �� �
 � ���� ����

(spanΛ)/Λ �
 �������" ��� ����� ���
�� 
	����	� Λ �� Rk × Rd$ �/ 

���������" X = span Γ̂ ��?��
 ���� Γ̂ �� ��� � ������� ���	�� ���� p|Γ̂ �

������ ��� p �
 � ����������
� " ���
 ������
 ���� p|X �
 ������� (��������
X ∩ p−1(0) �
 �������� ���� p �
 � ����������
�" �� ����	�� ���� X ∩
p−1(0) �
 � ������� 
	����	� �� X ∩ Rd� ,������"

R
d ��
 � �������� ������� 
	����	�
" �: 


� �� ����	�� ���� X ∩ p−1(0) �
 �������" �
 ��
�����

��� )� 0�
������ �� �	 ������ %��� ����
 ' �� 5" �� ��� ���� ���� X �

� ���
�� 
	����	� �� Rk × Rd" �� 
�� ���� X �
 ��� ����� �� � ����+�����
����	�	
 ����������
� ϕ̂ : Rk → Rd� !�
�" ����	
� graph(ϕ) ⊂ graph(ϕ̂)"
�� )�� ���� ϕ̂ �����
 ϕ�

(� �������9� ���
 ����� �� ��� 
��	���� ����� Zk" Rk" �� Rd ��� ��+
������ �� ���� �����
��� 
������� ���	�
 Γ " G" �� H " �� ��� � ���
��

	����	� X �� 
	�
���	�� ��� ��� 
�� �� Γ̂ � ���)�� �� ��� �����" �� 
��
���� ��� ��	���� ���������
 �� X ��� ���� �� �
 � ������� 
	����	� ����
�����
 Γ̂ �
� p(X) �
 � ������� 
	����	� �� Rk ���� �����
 domϕ �
��
���� '  " �� ���� X/Γ̂ �
 ������� �
�� �/  � (��
� ���������
 ��� ����	���
� ��� �������� ��������

�������� �
	
 ! ������� 	��� �� � 
	����	� Γ �� � ��� ���	� G �
 �

	����	� X �� G" 
	�� ���� X �
 �������" X �����
 Γ " �� X/Γ �

��������

(�	
" ��� 
��� ����� ������
 � �� 
��	���� ����� ��� �������� �����
���������
 ����&

�� � �������" ������ 
	����	� �� G �����
 Γ �
�� ��  $
�� ����� ���
�� 
	����	� Γ̂ �� G × H ��
 � 
������ �	�� �
�� �/  $ ��
�� H ��
 � �������� ������� 
	����	�
 �
�� �:  �

(�� �� ���
� ���������
 ��
� ������ ��3�	���&

�� �� Γ �
 � ������� � � 1+�������" 
������� ��� ���	� G" ��� � �������"
������ 
	����	� �� G �����
 Γ �
�� /���5  �
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�� �� H �
 � 1+�������" 
������� ��� ���	�" ��� H ��
 � �������� ���+
���� 
	����	�
 �
�� /����  �

,������" .������� �� ��� ����" �
 �
 ���	
������ �� ��� �������� ��������

���
�� )�&� ���

Γ =

⎛
⎝1 Z Z

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ ⊂ G3 �� S =

⎧⎨
⎩

⎛
⎝1 t R

0 1 0
0 0 e2πit

⎞
⎠

∣∣∣∣∣∣ t ∈ R

⎫⎬
⎭ .

�
�� �5  � (�� S �
 ��� ��� ���
����� �������� �� �� � 
������ �	�� �� Γ
� G3� ,������" S �
 �� ���
�� 	��� �	�����������" 
� �� �
 �� � 
	����	�
�� G3� (�	
" �� 
��
 ���� Γ ���
 �� ���� � 
������ �	�� � G3�

(�� 	�
��� �
 ���� ������ 
	����������� �� ��� 
����� �� 
������� ���	�
 
���	��
 �� ��� ������� �� 
����� ���� 
������ �	��
 ���
�� �� �	�
 �	�
���� 1���
)� ��
� 
	����	�
 �����
 ���� � 
������ �	��� �(�� ������ ��
��
��� ������ ���� ��� 
	����	� Γ �� 8������ ��5 �
 �� 1���
)� ��
� � G3� 
,������" ��� �������� )�� ��
	�� ������ ���� �� ������ � ����� : 
���

���� � �	�� ���)�� �������
�
 
	3��
& AdG Γ ��� ��� ����� � �������
������� 
	����	�" �� ��� �� AdG G�

����� �
�
 #� Γ �� � ����� ��!����� �� � �������$ �����!� %� ����� G$
���	 �	��

AdG Γ �������� � 
���
�� ��
���� ��!����� �� AdG G
◦
$ �H 

�	� Γ 	�� � ������� 	��� �� G� 1���	�
��$ �� G �� 1��������$ �	� �	
������� 	��� �� ���.��

%�� �������" �� G �
 � 1+�������" R+
���� 
������� ���	� ����� �
" �� G
�
 � 	���� �����	��� 
	����	� �� GL(n, R) " ��� AdG G ��
 � �������

	����	�
" 
� ��� �������
�
 �� ��� ������� �
 ��������� 
���
����

&���""$�' �
�
 #� � 1��������$ R������ �����!� �����$ ������� 	���� ����
��� �� ���.��

�� ��� ����� ������
&

����������� �
(
 ������

• G1 ��� G2 �� 1��������$ R������ �����!� ������$
• Γ1 �� � ������ �� G1$ ���
• ϕ : Γ1 → G2 �� � 	�
�
���	��
�

�	� ϕ ����� ���.��� �� � ���������� 	�
�
���	��
 ϕ̂ : G1 → G2�

&���""$�' �
� ��$��� 	�(��
 ������ Γi �� � ������ �� � 1��������$ R�
����� �����!� ����� Gi$ ��� i = 1, 2� #� Γ1

∼= Γ2$ �	� G1
∼= G2�

��� 	
 �� 	
� (������ ��� �� ����� � 
	����������� ��������

����� *�� �	��
 ����+� �� ��� ���� � ����������
� ϕ : Γ → GL(d, C)�
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0�� �� ����
 Γ �� � ������ �� G� ���

• H = ϕ(Γ )"
• Ĝ = G × H "

• Γ̂ = graph(ϕ) ⊂ G × H " ��

• p : G × H → G �� ��� ��	��� ���@����� ��� ��� ��
� �������

�� 	
� ��� ����� �� .����
���� '�'" 
� ����� ��� ��� ��� �

	�
 �� �����

�
%��
�" �� ��� �� 
��� ���� Γ̂ ��
 � 
������ �	�� X � Ĝ� �����" ����	
�
H ��� �� �� 1+�������" �� �� �� ���� �������� �� " ��� �����	� �� �: �

I����� ���� 1���
)� ���
	��
 ��� ����	���� �������� �(��
 �
 
����� ���+
����� � ����� /�; ������ ,���" H ��
 ��� ������ ��� �������
" 
�"
�� ��

�� �� � ����+���� 
	����	� �� Γ " �� ��� �

	�� ���� ϕ(Γ ) ⊂ H◦"

� Γ̂ ⊂ G × H◦ = Ĝ◦�

4� �

	�����" Γ
◦

�����
 � ������� ������� 
	����	� S �� G
◦
" ��"

�� �������" ϕ(Γ )
◦

�����
 � ������� ������� 
	����	� T �� H◦� (����+

����" ��� ���@����� �� Γ̂
◦
�� ���� ������ �� G

◦×H◦ �����
 � ������� ���+

���� 
	����	� �� ���� ������� ,������" Γ̂ �
 ��������� �������� � G×H " 
�
�� �������� ���
 �� ����� ��� ����	�� S×T " ����� �
 � ������� �������

	����	� �� G

◦ × H◦� (�	
" (������ ��� �������� ���
 �� ����� ���������

,������" S × T �
 ������� � Γ̂ T " 
� ��� ������ �������� (������ ��; ��+
���" ����� �� �� ������ � ����
� ������� ��� 
��� ��� �
 (������ ���"
���
 ������ �� �� ����	�� ���� 
��� ����+���� 
	����	� �� Γ̂ ��
 � 
�+
����� �	�� X � Ĝ◦" �
 ��
����� �L��� ����" ����	
� graph(ϕ̂) = X �����
 �
����+���� 
	����	� �� Γ̂ " ��� ����������
� ϕ̂ ����	���� �����
 ϕ� 

(������ ��; �

���
 ���� �� ��� ��)� ��� 
������ �	�� X �� �� 
�����
�������$ ��	
" X ��
 � �������� ������� 
	����	�
� ,���" ��� 
	����	�
X ∩ p−1(e) ��
� ��
 � ������� 
	����	�
� !

	����� �: ��
 	
�� ��� ��
����� ���
 ����	
��" 
� �� ���� � ��� ��� �� �

0�� &� �	 ����� ���� %��� (������ ���" �� )�� ���� Γ ��
 � 
������
�	�� B� �� Γ �
 � ������� � B" ��" �� �

	�����" Γ = G ⊃ B� (����+
����" D�
� ' ������
 ���� ϕ ����	���� �����
 �� � ����	�	
 ����������
�
ϕ∗ : B → GL(d, C)�

L��" ����	
� B �
 �������" �� B = G" �� �� 
��� ���� [G, G] ⊂ B�
�� �� �
 �� ���� �� ����� ϕ∗ �� � ����	�	
 ����������
� ϕ̂ : G →
GL(d, C)�

����� �
�
 %� Γ ! � ������ ��!����� �� � �������$ �����!�$ �����
%� ����� G�

#� �	� �� � ��
���� ��!����� S �� Γ ��� � ��
���� ��!����� T �� G$
���	 �	�� ST �� � 
���
�� ��
���� ��!����� �� G

◦
$ �	� ��
 (��������

��!����� Γ ′ �� Γ 	�� � ��
��� ������� ������� 	��� �� G�
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������� ������� ���� E%G6F� ��
�	� ����������" ���� ������ ���� ����� 
������� 
	����	� Γ �� GL(�, C) ���+
�	���� ��
 � 
������ �	�� � Γ � (������ ��� ������
 � E�'F� %�� ��� 
������
��
� ����� G1 �� G2 ��� �������" D�������� ��H ��
 ������ �� B�����"
�� ���
 
������ ��
� ������
 � EI��" (������ 5�''" �� ��F� (������ ��; �

���� E��F�

� �������� ��  ��	
� �!� "���# $����� �	����	
�

�� �� ������ ������	� ����� 
��� ������ 
������ ��
	��
 � 
������� ���
���	�
 �� 1���
)� ���
	��
�

�
	 ��"#$ " -� %����� $�� ���� �� ������

�
�� 2��� !����	�� ��� ������� �� 0
�������2 ���� � ���� '�J �
 ��
��� 	
	�� ��" ��� ���GC����� (������ E,	�" (������ ';�H" ��� ''�G''/F
������
 ���� � ������� 
	����	� G �� GL(�, C) 
���
��
 �'�J �� �� ��� ��
�� �
 
������� � ��� 	
	�� 
�
�� (�	
" ���
 ���� ��
������� �
 ���-	��� ���
�	� �	���
�
�

!�
�" !��7
 (������ EM��" (������ ��'J�'H" ��� 5/HG5/;F ������
 ����
����� 1+�������" 
������� ��� ���	� �
 �
�������� �� � ���
�� 
	����	� ��

��� GL(�, C)" 
� ����� �
 � ��

 �� ��������� � ��
������� �	� ������� ��
����� ���	�
�

(�� �������� ��
������� �
 ��������� ���� ��� 	
	�� ������� �� 
���+
�������&

-��$ �
�
 #� G �� � ����������$ �������$ �����!� %� �����$ �	�

dim[G, G] < dim G .

����������� �
�
 %� H ! � ������� ��!����� �� � 1��������$ �����!�
%� ����� G�

�� H �� �����$ ��
��� �������$ ��� ��,�
���	�� �� ��
 Rd'
&� #� G/H �� ��
����$ �	� H = G'
)� #� C �� � ��
���� ��!����� �� G$ �	� C �� ��������

-��$ �
�
 %� Q ! � ����� ��!����� �� � �������$ �����!� ����� G�

�� #� G/Q �� ��
��� �������$ �	� Q �� �������$ ��� Q �������� � 
���
�
�� ��
���� ��!����� �� G'

&� #� Q 	�� ���� (����� 
��� ��
������$ ��� Q �������� � 
���
�� ��
�
���� ��!����� �� G$ �	� Q �� �������$ ��� G/Q �� ��
��� ��������

-��$ �
(
 #� G �� ��� %� ����� -��	 ���� (����� 
��� ������� ��
�
������$ �	�

�� G 	�� � 
���
�� ��
���� ��!�����$ ���
&� ��� 
���
�� ��
���� ��!������ �� G �� ���3���� �� ��	 ��	��
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�
� /$���0� &"��� �� ������ �! GL(�, C)

(�� �������� ������� �������9�
 ��� ���� ���� � 
	����	� �
 1���
)� ���
��
�� �� �
 ����� �� ��������� �	����
� !�
�" �� ��� ���)�� �� GL(�, C)
�
 ���� � ���� ������� �� ����
�� 2�2" ������ ��� � ������� ������� ��
����
�� �2�

�������� �
�
 ! 
	�
�� X �� RN �
 ����� � ����� �� ����� �
 � ����� ��
����� ��������� {Pk} �� ���� ���������
 � N ��������
" 
	�� ����

X = { x ∈ R
N | Pk(x) = 0" ��� ��� k } .

��� ϕ : GL(�, C) → R
�2+2 �� ��� ����������� �� GL(�, C) ���� � �1���
)�

���
�� 
	�
�� �� R
�2+2 ���� �� ��
��� ��� ���� �� �������� ����
 �� ���

��������� �� �� ���� ������ ����&

ϕ(g) =
(�(det g),�(det g),�g1,1,�g1,1,�g1,2,�g1,2, . . . ,�g�,�,�g�,�

)
.

! 
	����	� Q �� GL(�, C) �
 ����� � ����� �� ϕ(Q) �
 � 1���
)� ���
�� 
	�
��

�� R�2+2�
(�� ����� � ������ Γ �� � 
	����	� Γ �� GL(�, C) �
 ��� �	�-	� 
�����
�

1���
)� ���
�� 
	����	� ���� �����
 Γ �

-��$ �
�
 ��� ����� � ����� ��!����� 	�� ���� (����� 
��� �������
��
�������

-��$ �
�
 %� H ! � ����� ������� ��!����� �� GL(�, C)�

�� 1�� ��� ��!����� Γ �� H$ �	 �������4� CH(Γ ) �� ����� � �����'
&� 1�� ��� ������� ��!����� U �� H$ �	 ���
���4� NH(U) �� ����� �

������

&���""$�' �
�
 #� G �� � ������� ��!����� �� GL(�, C)$ �	� G ���
���
�4� G�

����� �
	. �1��" �����' ������
 #� Γ �� � ����� ��!����� �� �
�������$ �����!� %� ����� G$ ���	 �	�� G/Γ �� ��
����$ �	� AdG ΓT =
AdG G$ ��� ��� 
���
�� ��
���� ��!����� T �� AdG G

◦
�

&���""$�' �
		
 ������ Γ �� � ����� ��!����� �� � �������$ �����!� %�
����� G$ ���	 �	�� G/Γ �� ��
����� #� �5 	����$ �	� AdG Γ = AdG G�

������� �� �	 ��������� .����
����
 /���' �� /���� �� ����� /�: ��+
���� � E,��" (������
 '5�5�5" '5�5��" �� ':���'F� .����
���� /���5 �
 �	� ��
6� �� B�
��� EB�
" .����
���� ''�5F� ����� /�/ ������
 ���� ��� ��������
��� ����� 
�-	��� �� ��� ������� Q → G → G/Q$ ��� E�'" ����� 5�';F�
����� /�; ������
 � E.GI" (������ ��HF� ����� /�J�' ������
 ���� E,	�"
.��� J�5�F� ����� /�J�5 ������
 ���� ��� ����� �� E1��" (������ ��5�:F� !
�������9���� �� (������ /�'= ������
 � E��" D�������� /�5F�
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�����
 �� ������� 
	����	�
 �

�	� ��� ���� � ���
 �������

����������� (
	
 %� G ��� Q ! �����!� %� ��!������ �� GL(�, C)� #�

• G �� �������$
• Q �� ����� � ����� ���$ 
�� �������$ Q 	�� (��� ���� �� Q $ ���

• Q �������� � 
���
�� ��
���� ��!����� �� G
◦
$

�	� G ∩ Q �� ��������

������ ��� T �� � ������� ������� 
	����	� �� G
◦

���� �
 ������� � Q�

0�� �� ����
 Q ⊂ G
◦
� 4���	
� G ������9�
 G �
�� /�K " �� )�� ����

Q ������9�
 G" 
� GQ �
 � 
	����	� �� GL(�, C)� ���� Q �����
 ���
������� ������� 
	����	� T �� GQ" �� 
�� ���� GQ/Q �
 
����� �������
�
�� /�/�5  � ,��� G/(G ∩ Q)  GQ/Q �
 
����� �������" 
� G ∩ Q �

������� �
�� /�/�'  �

0�� &� �	 ����� ���� 4���	
� G
◦ ∩ Q �����
 ��� ������� �������


	����	� T �� G
◦
" D�
� ' ������
 ����

G ∩ Q = (G ∩ G
◦
) ∩ Q = G ∩ (G

◦ ∩ Q)

�
 �������" �
 ��
�����

(�� �������� ��������� �
 ������� �� 	
�� ��� �����
���� �� 
��� ����
Ĝ ∩ Q̂ �
 �������" ����� Ĝ = graph(ρ) �� Q̂ = G × Q�

&���""$�' (
�
 %�

• G ! � �������$ �����!� %� �����$
• ρ : G → GL(d, C) ! � (������
�������$ ���������� �����������$ ���
• Q ! � ����� � ����� ��!����� �� GL(d, C)$ ���	 �	�� Q �������� � 
���

�
�� ��
���� ��!����� �� ρ(G)
◦
�

�	� ρ−1(Q) �� ��������

&���""$�' (
�
 %� Γ ! � ����� ��!����� �� � 1��������$ �����!� %�
����� G$ ���	 �	�� �5 	�����

�� #� Γ ⊂ Z(G)$ �	� Z(G) �� �������'
&� #� Γ �� �!����$ �	� CG(Γ ) �� �������'
)� #� U �� ��� ������� ��!����� �� G �	�� �� ���
���4� !� Γ $ �	� NG(U)

�� ��������



�"����# �"'#�	"�� �� ��� ��� 8"��� � �	���'�� (� 9�	"�� �::

������ (� 
������� ��� ������" ��� 	
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	�� Γ �����
 � ������� �������

	����	� �� G

◦
" ������ ��� ��@��� �����
������� ������	� ���
 
������+

�����" ��� ����� ��	�� 	
� D�������� :�5" ���� ρ = AdG" �
���� �� 	
��
.����
���� :�'" �
 �� �� ����� *��� ���
 �

	�����" .����
���� :�' ��+
����
 ���� �� Q �
 �� 1���
)� ���
�� 
	����	� �� GL(�, C) ���� �����
 Γ "
��� G ∩ Q �
 �������� �� ����� ���
 ���� ����&

�' Q = CG(G) �
�� /�J�'  $ 
� Z(G) = CG(G) = G ∩ Q �
 ��������
�5 Q = CG(Γ ) �
�� /�J�'  $ 
� CG(Γ ) = G ∩ Q �
 ��������
�� Q = NG(U) �
�� /�J�5  $ 
� NG(U) = G ∩ Q �
 ��������

����� (
�
 ������ Γ �� � ����� ��!����� �� � 1��������$ �����!� %�
����� G� #� �5 	����$ �	� Γ 	�� � ���.� ������� 	��� �� G�

������ ��� 	
 ��
� ����� 	�-	��

& 
	���
� S1 �� S2 ��� 
������ �	��

�� Γ � �� ���� AdG Γ = AdG Si ��� i = 1, 2 �
�� /�'' $ 
� AdG S1 = AdG S2�
(�������� S1 �� S2 ������9� ���� ����� �
�� /�K " 
� S1S2 �
 � 
	����	�
�� G� �� �
 
����� ������� �
�� /���'  " �� S1S2/S2  S1/(S1 ∩ S2) �

������� �����	
� Γ ⊂ S1 ∩ S2 " 
� ����� /���5 ������
 ���� S2 = S1S2$
��	
 S1 ⊂ S2� ���������" S2 ⊂ S1� (�������� S1 = S2" 
� ��� 
������ �	��" ��
�� ���
�
" �
 	�-	��

�� �� ����� ���
����� �� ��� �

	��" �� ��	���� � dim G �
�� /�5 "
���� Γ ∩ [G, G] ��
 � 	�-	� 
������ �	�� U � [G, G] ���� ���� AdG[G, G]
�
 	������" 
� �� ��
 � �������� ������� 
	����	�
 �

0�� �� ����
 G �� �!����� 4���	
� Γ �
 � ����� 
	����	� �� G" �� ���
��
���� ��� -	����� ���	� G/Γ & ��� K/Γ �� � ������� ������� 
	����	�
�� G/Γ � 4� �������" K/Γ �
 �������� !�
�" G/K  (G/Γ )/(K/Γ ) �
 
��+
��� ������� �
�� /�/�5  " 
� K �
 ������� �
�� /�/�'  � (�������� K �
 �

������ �	�� �� Γ �

0�� &� ����
 Γ ⊂ Z(G)� 4���	
� Z(G) �
 ������� �
�� :���'  " �� )��"
���� D�
� '" ���� Γ ��
 � 
������ �	�� S � Z(G)� (�� S �
 � 
������ �	��
�� Γ � G�

0�� )� ����
 Γ �� �!����� �� ���� Γ ⊂ CG(Γ )" �� CG(Γ ) �
 �������
�
�� :���5  " 
�" ���� D�
� 5" �� )�� ���� Γ ��
 � 
������ �	�� S � CG(Γ )�
(�� S �
 ��
� � 
������ �	�� �� Γ � G�

0�� 2� ����
 U �� � ���
�� ��!����� �� G� ��� τ : G → G/U �� ���
��	��� ����������
�� (��" ����	
� U/(Γ ∩ U) �
 �������" �� 
�� ����
ΓU �
 ���
��" 
� τ(Γ ) �
 � ���
�� 
	����	� �� τ(G)� !�
�" ����	
� [Γ, Γ ] ⊂ U "
�� ����

[τ(Γ ), τ(Γ )] = τ
(
[Γ, Γ ]

) ⊂ τ(U) = e ,


� τ(Γ ) �
 ������� (�	
" ���� D�
� �" �� )�� ���� τ(Γ ) ��
 � 
������
�	�� S � τ(G)� (�� τ−1(S) �
 � 
������ �	�� �� Γ � G�
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 �� ��� 
������ �	�� U ������
 ����
Γ ������9�
 U $ ���� �
" Γ ⊂ NG(U)� L�� NG(U) �
 ������� �
�� :����  "

�" ���� D�
� /" �� )�� ���� Γ ��
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